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Ejercicios Leccién n°5 &6: Topologias Fuertes, Débiles y Débiles-x EPN, verano 2012
Ejercicio 1 — Para terminar con la dimension finita: Teorema de Riesz

Sea (E, | - ||g) un espacio normado. Mostrar que los puntos siguientes son equivalentes

(i) E es de dimensién finita,

(0,1) es un conjunto compacto,

)
(ii) E es localmente compacto,
(iii)

)

(iv) B(0,1) es un conjunto precompacto.

Ejercicio 2 —  Convergencia débil de sucesiones

Sea x € ¢p(N) y (n)nen € co(N).

1. Mostrar que z, T débilmente en ¢y (N) ssi la sucesién (zy,)nen es acotada en co(N) y si
n—-+0oo

T (zn) — T (z) para todo k € N, en donde 7y, : ¢o(N) — R son las proyecciones candnicas.

2. Sea ¢ :[1,2] — R una funcién continua y consideremos las sucesiones

n n+1 n—+n

xn:(O,...,O,gp(ﬁ),go( - )y eeey 0 -

), 0, ) S CQ(N)

Mostrar que z,, — 0 débilmente y que la sucesién (x,),en es normalmente convergente si y solo si ¢ = 0.
n—-+4oo
Ejercicio 3 —  Convergencia débil

1. Sean fy (fn)nen una funcién y una sucesién en L ([0, 1], dz). Mostrar que f, —> f débilmente ssi existe

1
un real M > 0 tal que / | fn(x)|dz < M para todo n € N y si se tiene /fn )dx —> /f )dx para

todo conjunto E Lebesgue-medible de [0, 1].
2. Para 1 < p < 400 consideramos el espacio LP([0, 1], dx).
a) Sea f y (fn)nen una funcién y una sucesién en LP([0,1],dz). Mostrar que f, — f si y solo si
t 1

/ fo(z)de — / f(z)dz para todo t € [0,1] y si existe un real M > 0 tal que / |fr(z)Pde < M
0 0 0

para todo n € N.
b) Sea (an)nen una sucesion de reales y sea (b, )nen una sucesion a valores en [0, 1] tales que (|an|b1/p)n€N

sea una sucesién acotada y se tenga a,by, T 0. Mostrar que la sucesién de funciones (fy,)nen defi-
n——+0oo

nida por f,(x) = anljs,)(z) es débilmente convergente en LP([0, 1], dz).

Ejercicio 4 —  Mas convergencia débil

Sea (X, 7, du) un espacio medido. Mostrar que una sucesion (fp)neny € LP(X, dp) converge débilmente hacia
f € LP(X,dp) siy solo si la sucesién (fn)nen es acotada y

» sip=1, para todo A € o/ se tiene lim /fndu = /fd,u
n—-+00 A A

» sip>1, para todo A € o tal que u(A) < 400 se tiene lim [ fdu = /fdu.
n—-+oo [ 4 A



Ejercicio 5 —  Convergencia débil-x
1. Seazg € ¢*(N) ysea (x,)nen € £1(N). Mostrar que z,, 0 débilmente-x si y solo si la sucesién (z,)nen
n—-—+0oo
es acotada en ¢! y si para todo k € N se tiene que m(x,) —> m(20), en donde 73 son las proyecciones

canonicas.

2. Sea (an)nen una sucesion a valores reales. Definimos las formas lineales T;, € (cg)’ por T (xo, ..., Tp, ...) =
anTy para todo (g, ..., Tn,...) € co(N). Mostrar que la sucesion (T,)nen es débilmente-* convergente si y
solo si (ap)nen € £°°. Mostrar que en este caso se tiene T, —+> 0 débilmente-x*.

n—-+0oo

Ejercicio 6 —  Continuidad en topologias débiles y débiles-x

Sea X un espacio compacto separado. Para todo x € X definimos la funcional de Dirac por

dz:C(X) — R
[ 6(f) = f(=)

Mostrar que 4, € (C(X))’ para todo z € X.

2. Mostrar que la aplicacién ¢ : X — (C(X))’ determinada por ¢(x) = §, es continua en la topologia débil-x
de (C(X))".

Ejercicio 7 —  Un poco de patologias en /*

Mostrar que la bola unidad B(0,1) de £*°(N) es metrizable para la topologia débil-x.

2. Sean z € £*(N) y (zn)nen € £1(N) tal que z, A débilmente. Para € > 0 definimos los conjuntos By,
n——+0o0

con m > 1 por: -
By = () {T € B0, 1) : [T(wn) — T(x)| < ¢/3}.
n>m

a) Mostrar que B,, es un conjunto débilmente-x cerrado en ¢*° para todo m > 1.
b) Verificar que B(0,1) = {,,,~1 Bm-

3. Siz, — x débilmente, mostrar que se tiene x, — = en la topologia fuerte de ¢'. Deducir el teorema
n——+00 n——+00

de Schur:

En el espacio £*(N), la convergencia de sucesiones es equivalente en la topologia débil y en la topologia fuerte.
Seguir las siguientes etapas:

a) Verificar que B(0, 1) es un espacio métrico compacto.
[e]

b) Mostrar que existe mg € N tal que B,,, # 0 y deducir que By, # 0.
¢) Verificar que existe entonces Ty € B(0,1), a1, ...,a, € £ y 7 > 0 tales que

WTO,al,nwakJ N B(Ov 1) C Bmo-

d) Mostrar que existe j € Ny § > 0 tales que

WTO,e(l),...,e(j),é N B(O, 1) C WTo,ah...,ak,T N B(O7 1)

J

e) Verificar que existe m > my tal que Z\:L‘il — z'| < ¢/3 para todo n > m.
i=1

f) Definiendo T = (T¢, T2, ..., T7, sgn(xht — 29t1), ..) € £°°, verificar que

J
lzn =zl 2 Jay, — 2’| + |T(an — ).
i=1



4. Deducir entonces que ||z, — z|[p — 0.

Cuidado! La convergencia de sucesiones no es suficiente para caracterizar una topologia: al ser /!(N) un
espacio de dimension infinita, la topologia fuerte y la topologia débil son realmente distintas. Este resultado nos
dice que si nos concentramos tinicamente en estudiar la convergencia de las sucesiones, entonces hay un punto de
vista equivalente.



