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Clase de Schwartz: S(Rn,R) = conjunto de funciones C∞(Rn,R) a decrecimiento rapido (aśı como todas sus
derivadas). Ejemplo t́ıpico: una gaussiana e−x2

.

Distribuciones temperadas: S ′(Rn) = espacio dual de la clase de Schwartz. Ejemplo t́ıpico: una masa de Dirac δ0.

Derivadas parciales:

∂αf = ∂α1
1 · · · ∂

αn
n f =

∂α1+···+αnf

∂xα1
1 · · · ∂x

αn
n

α = (α1, ..., αn) ∈ Nn

El operador Laplaciano está definido por la fórmula ∆ =
∑n

j=1 ∂
2
j .

Espacios de Lebesgue: Sea (X,µ) un espacio medido

Lp(X) = {f : X −→ R : ‖f‖Lp < +∞}

con

‖f‖Lp =


(∫
X |f(x)|pdµ(x)

)1/p si 1 ≤ p < +∞

sup ess
x∈X

|f(x)| si p = +∞

Desigualdades de Young:

Producto de convolución: si f, g : Rn −→ R definimos

f ∗ g(x) =
∫

Rn

f(y)g(x− y)dy.

Sean p, q, r ∈ [1,+∞] t.q. 1 + 1/q = 1/p+ 1/r, entonces se tiene las desigualdades de Young:

‖f ∗ g‖Lq ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lr

Transformada de Fourier:

F(f) = f̂(ξ) =
∫

Rn

f(x)e−ix·ξdx

• Transformada de Fourier inversa:

F−1(f) = (f)∨ (x) =
1

(2π)n

∫
Rn

f(ξ)eix·ξdξ

• es una biyección en S(Rn,R) y también es una biyección en su espacio dual S ′(Rn,R).
Definición de la transformada de Fourier para f ∈ S ′(Rn,R):

〈f̂ , ϕ〉 = 〈f, ϕ̂〉 (∀ϕ ∈ S(Rn,R))

• fórmula de inversión:
(
f̂
)∨

= f

• intercambia derivación por multiplicación por polinomios: ∂̂kf(ξ) = iξkf̂(ξ)

• intercambia producto de convolución por producto usual de funciones: f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ)
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Semi-grupo y núcleo del calor:

• El núcleo del calor está determinado por

ht(x) =
1

(4πt)n/2
e−
|x|2
4t para todo t > 0.

Propiedades:
◦
∫

Rn ht(x)dx = 1
◦ ht ∈ S(Rn)
◦ ht1 ∗ ht2 = ht1+t2 para todo t1, t2 > 0.
◦ ĺım
t→0

f ∗ ht(x) = f(x) c.t.p. si f ∈ Lp(Rn) con 1 ≤ p ≤ +∞

Si u(x, t) = f ∗ ht(x) entonces u es solución de la ecuación del calor :(
∂

∂t
−∆

)
u(x, t) = 0 con u(x, 0) = f(x).

• El semi-grupo del calor está dado por Ht y admite un núcleo de convolución que es precisamente el
núcleo del calor:

Htf(x) = f ∗ ht(x)

La propiedad de semi-grupo está dada por la identidad: Ht1+t2 = Ht1Ht2 válida para todo t1, t2 > 0.

Semi-grupo y núcleo de Poisson:

• El núcleo de Poisson está determinado por

pt(x) =
cnt

(|x|2 + t2)(n+1)/2
para todo t > 0.

con cn = Γ((n+ 1)/2)π−(n+1)/2.

Propiedades:
◦
∫

Rn pt(x)dx = 1
◦ pt1 ∗ pt2 = ht1+t2 para todo t1, t2 > 0.
◦ ĺım
t→0

f ∗ pt(x) = f(x) c.t.p. si f ∈ Lp(Rn) con 1 ≤ p ≤ +∞

Si u(x, t) = f ∗ pt(x) entonces u es solución de la ecuación de onda:(
∂2

∂t2
−∆

)
u(x, t) = 0 con u(x, 0) = f(x).

• El semi-grupo de Poisson está dado por Pt y admite un núcleo de convolución que es precisamente el
núcleo de Poisson:

Ptf(x) = f ∗ pt(x)

La propiedad de semi-grupo está dada por la identidad: Pt1+t2 = Pt1Pt2 válida para todo t1, t2 > 0.
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