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Leccién n°4: Construccion de la integral de Lebesgue EPN, verano 2009

1. Funciones medibles

Un concepto de medibilidad diferente:

= la nocién de medibilidad de las funciones solo depende de las o-dlgebras.

Definicién 1 (Funcién medible) Sean (X, <) y (Y, %) dos espacios medibles.
Una funcion f de X en'Y es (< ,98)-medible si para todo B € &, tenemos f~1(B) € .
El conjunto de funciones (< , B )-medibles serd notado por M(X, o/, Y, B).

Si X ={a,b,c} yY ={a,8,7} con o = {0,{a},{b,c}, X}y B=P(Y)
= f: X —Y, f(a) = f(b) = f(c) = a es una funcién (&7, %)-medible.

., Cémo hacer que las funciones interesantes sean medibles?

Definicién 2 (Funciones Borelianas) Si X,Y son dos espacios topoldgicos dotados de sus o-dlgebras
borelianas, las funciones (Bor(X),Bor(Y'))-medibles serdn llamadas funciones Borelianas.

» Ejemplo: las funciones indicatrices 14 con A C X un abierto son funciones borelianas.

= El espacio de llegada Y serd uno de los espacios topolégicos R, C, R o R.
. Qué ventajas tiene este concepto de medibilidad de funciones?...Vamos a verlo con las propiedades que siguen!

— Las funciones medibles en este sentido son los candidatos naturales para ser las funciones
Lebesgue-integrables

Proposicién 1 Sean (X, o) y (Y, %) dos espacios medibles y K C P(Y) t.q. o(K) = A.
Una aplicacion f: X — Y es (o, B )-medible si y solo si la imagen reciproca de todo elemento de K es un
elemento de < .

Moraleja: para comprobar la medibilidad de una funcién f : X — Y es suficiente hacerlo sobre una fami-
lia de partes que engendra la o-dlgebra con la cual estd dotada el conjunto Y.

Prueba. Es suficiente notar que f~1(%) = f~1(o(K)) = o(f~1(K)).
|

Proposicién 2 Sean (X, ), (Y,B) y (Z,%) tres espacios medibles y sean f : X — Y yg: Y — Z
dos aplicaciones (&, B)- y (B,€)-medibles respectivamente. Entonces la aplicacion go f : X — Z es
(o, €)-medible.

Prueba. Sea C € € = g~ 1(C) € % por hipétesis = (go f)~1(C) = f~1(g71(C)) € o, de donde se deduce
la (&7, %)-medibilidad de g o f.



Proposicién 3 (Criterio de medibilidad) Sea (X, <) un espacio medible.

1) La aplicacion f : X — R o Ry es (o, Bor(R))-medible o (<7, Bor(R.))-medible si y solo si, para
todo real (o hasta para todo racional) o, el conjunto {x € X : f(x) > a} es o/ -medible.
La condicion > puede ser reemplazada por cualquiera de los simbolos <, > o <.

2) Una funcion f : X — R" es (&7, Bor(R"))-medible si y solo si cada una de sus componentes es

(o, Bor(R))-medible.

3) En particular, una funcion f : X — C serd medible si y solo si sus partes reales e imaginarias son
medibles.

Prueba.
1. La proposicién 1 + los intervalos (a, +oo[ o | — 0o, ) generan los borelianos de R = {z € X : f(z) > o}

es «/-medible.

2. = si f es (o, Bor(R"™))-medible entonces las funciones f; = m; o f con @ = 1,...,n en donde 7; son las
proyecciones candnicas, son (&, Bor(R))-medibles por composicién.

< si las funciones f; son (&7, Bor(R))-medibles, entonces el conjunto
{reX: fe)ehx---xL}={zeX: filzyeh}n---N{zeX: folz)el,}

es &/-medible para todos los intervalos abiertos I;. Dado que el conjunto de adoquines abiertos del tipo

I; x -+ x I, generan la o-algebra de los borelianos de R™ tenemos por la proposiciéon 1 que la funcién
f es (&, Bor(R™))-medible.

3. Observamos que C es homeomorfo a R? = Re(f) =m0 f y Sm(f) =m0 f y aplicar el punto 2.

Proposicién 4 Sea (X, o7) un espacio medible y sean f,g: X — K dos aplicaciones medibles. Entonces
1) las funciones suma f + g y producto fg son medibles,
2) si f no se anula, la funcion 1/f es medible,

3) si f y g son a valores reales, las funciones max(f,g) y min(f,g) son medibles,

4) para todo p > 0 la funcion |f|P es medible.

Prueba.

1. Caso K =R = f + g es la composicién de x — (f(x),g(z)) de X en R? y de (y1,y2) — y1 + ¥2 que es
continua y por lo tanto medible. Para la aplicacién producto fg se procede similarmente.

2. La funcién 1/ f resulta de la composicién de f y de 1/z que es continua de K\ {0} en K.
3. El tercer punto es evidente y es dejado al lector en ejercicio.

4. |f|P es la aplicacién compuesta de f y de z — |z|P que es continua de K en K y por lo tanto medible.




1.1. Propiedades de las funciones medibles

Utilidad de las funciones medibles = Estabilidad con respecto a las operaciones numerables

Lema 1 Sea (X,.o7) un espacio medible. Si f : X — [0, +00] es una funcidn medible entonces las funciones
determinadas por

[T (x) = max(f(x),0) Yy f~ () = max(—f(z),0) son medibles. (1)

Prueba. f* es la composicién de f y de 2 — x", dos funciones medibles.

Teorema 1 (Estabilidad numerable de las funciones medibles) Sea (X,./) un espacio medible y
sea (fn)nen una sucesion de funciones medibles definidas sobre X a valores en K. Entonces

1) Las funciones inf f, y supf, son funciones medibles.
ne neN

2) Las funciones liminf f,, y limsupf,, son medibles.
n—-+00 n——+o00

3) La funcion f = nll:l}_loofn (cuyo dominio de definicion es {x € X : limiupfn = lﬁgfgf”}) es una
n—- 00

funcion medible.

4) La suma numerable de una serie de funciones medibles que converge en cada punto define una funcion
medible.

Demostracién. Por la proposicion 3, basta considerar el caso real.

1) Parala medibilidad de inf,cn fy, y sup,cy fr basta estudiar sup,,cy frn pues sup, ey fn(z) = — infen(—fu(x)).
Entonces la medibilidad de sup,,c fn se deduce de la identidad

{z € X :sup fn(z) >t} = U {z e X: fo(xr) >t} vilida paratodoteR
neN
neN

En efecto, se tiene que {z € X : f,(z) > t} € & y la unién U, cn{z € X : fu(x) > t} pertenece a la
o-dlgebra <.

2) Dado que por definicién tenemos

lim inf = sup inf
lim fnf £, (z) sup inf fi(x)
limsupf,(z) = inf supfi(z),
n—-+o0 neN g>p

la medibilidad de estas funciones se deduce del punto anterior.

3) Notemos X el dominio de definicién de h’r+n fn; de manera que por la proposicién 3.2.4 del folleto tenemos
n—- 0o

Xo € o/. Dado que se tiene

{zr € Xp: 11'1}_1 fo(z) <t} =XoN{x € X : limsupf,(z) < t},

n—-+o00

se obtiene la medibilidad de f(z) = lim f,(z).

n—-4oo

4) Basta escribir fn(x) = > 7_ fu(z) y observar que Y, . fu(z) = lm fy(x).

n—-+00

= Aqui se puede ver la utilidad de las propiedades de las o-dlgebras!




1.2. Propiedades validas en p-casi todas partes

=—> Hay que tomar en cuenta los conjuntos p-despreciables. Aqui intervienen las medidas...

Definicién 3 (Propiedades vélidas p-c.t.p.) Sea (X, 7, 1) un espacio medido. Decimos que una pro-
piedad P(x) que depende de un punto x € X es vdlida p-casi en todas partes si el conjunto de los x € X en
donde ésta propiedad no estd verificada es un conjunto de p-medida nula o si es un conjunto p-despreciable.

Por ejemplo, para una funcién f definida sobre un espacio medido (X, 7, i) a valores reales, escribiremos f(z) =0
p~c.t.p. si el conjunto {z € X : f(x) # 0} es p-despreciable.

Definicién 4 (Funciones iguales p-c.t.p.) Si (X, 7, u) es un espacio medido y si f,g : X — K son
dos funciones, diremos que f y g son iguales p-casi todas partes y lo notaremos “f = g p-c.t.p.” si

p{r e X : f(z) # g(x)}) = 0.

= ljno,1) s igual A-casi en todas partes a la funcién 1y j

= Lgn[o,1] es nula A-casi en todas partes.

Proposicién 5 Sean f,g : X — K. La relacion determinada por f = g p-c.t.p. y notada fR,g es
una relacion de equivalencia sobre las funciones de F(X,K). Ademds esta relacion de equivalencia R, es
compatible con la estructura vectorial de K en el sentido siguiente:

1) si f =g p-c.t.p. entonces af = ag p-c.t.p. para todo a € K;

2) si f =g p-c.t.p. y =@ p-c.t.p. entonces f + 1 =g+ ¢ p-c.t.p.

Prueba. Verifiquemos que la relaciéon R, es efectivamente una relacién de equivalencia:
» Para toda funcién f € .#(X,K) se tiene fR,f. En efecto {x € X : f(z) # f(z)} =0 = R, es reflexiva.
» La simetria de R, es inmediata, si fR,g se tiene gR, f por definicién.
» La transitividad de R, (es decir fR,g9y gR,h = fR,h) se deduce de la inclusién
{we X f(@) #h@)} C {we X : f(a) # gla)} Ul € X : g(a) # h(a)}:
y del hecho que la unién de conjuntos despreciables es despreciable.

La compatibilidad con la estructura vectorial es evidente y dejada al lector.

Definicién 5 Sea (X, <7, ) un espacio medido y sea f € F(X,K). La clase de equivalencia de f con

respecto a Ry, es el conjunto determinado por {g € F#(X,K) : fR,g}. Un representante de esta clase de
equivalencia serd notado [f].

Proposicién 6 Sea (X, o7, 1) un espacio medido y sea F (X, K) el conjunto de todas las funciones definidas
sobre X a wvalores en K. El espacio cociente 7 (X,K)/R, es un K-espacio vectorial.

Prueba. Por la proposicién anterior, no es dificil ver que la funcién nula p-c.t.p. [0] pertenece al espacio
F(X,K)/R,. Ademés si [f], [¢g] pertenecen a .7 (X,K)/R,, se tiene a[f] + Blg] = [af + Bg] para todo «, 3 € K,

lo que termina la demostracién.
|

Definicién 6 (Convergencia p-c.t.p.) Si(fn)nen es una sucesion de funciones definidas sobre un espacio

medido (X, o/, ) a valores en K y si f es una funcion definida sobre (X, 7, 1), entonces diremos que (fn)neN

converge en p-c.t.p. si el conjunto de puntos en donde la relacion f(x) = ll,I_iI_l fn(zx) falla es p-despreciable.
n—-+0oo

Notaremos este tipo de convergencia de esta manera: “f, — f p-c.t.p.”.




2. Construccion de la integral de Lebesgue
Aqui empieza lo bueno: utilizaremos todas las propiedades de las funciones medibles y de las medidas.

Procederemos en 3 partes:

(Parte 1) Empezamos contruyendo una integral para funciones simples positivas

(Parte 2) Por un argumento de paso al limite definimos una integral para funciones medibles positivas

(Parte 3) Terminamos considerando funciones generales

* * *

;Pero qué es una funcion simple?

Definicién 7 (Funcién simple - Espacio de funciones simples) Sea (X, &7, 1) un espacio medido de

medida o-finita. Las funciones simples son combinaciones lineales finitas de funciones indicatrices de con-
jJuntos medibles:

@) = apla, (@);
k=0

con ay € K y A una coleccion de conjuntos disjuntos de o .

Notaremos S(X, o, u, K) el conjunto de funciones simples definidas sobre X a valores en K.

— Las funciones simples son los “ladrillos” de base para la construccién de la integral de Lebesgue.

Observacién 1 Notar la gran diferencia entre los “ladrillos” de base de Riemann y de Lebesgue: sobre el espacio

medido (R, Bor(R), A) se tiene que 1g es una funcién simple, pero no una funcién escalonada.

Definicién 8 (Espacio de funciones simples positivas) Sea (X, .o/, u) un espacio medido. Notaremos
ST(X, o, ) el conjunto de funciones simples positivas definidas sobre X a valores en R .

Construccién de la integral (Parte 1)

Definicién 9 (Integral de funciones simples positivas) Sea f € ST(X, .o, u) una funcién simple po-
sitiva. La integral de f con respecto a la medida p es el numero definido por

/ f@)dp(x) = ar p(f o)) = > awp({f = ar}). (2)
X k=0 k=0

» Si el conjunto {z € X : f(x) =0} es de medida infinita, utilizaremos la convencién 0 x +oo = 0.

= Esta suma es igual a un nimero positivo 6 +oc.

= Diremos que una funcion simple positiva f es integrable si su integral es finita; es decir si y solo si el conjunto

{r € X : f(x) # 0} es de medida finita.

Observaciéon 2 Notese en particular que la féormula (2) aplicada a la funcién f(x) = 14(z) definida sobre X

con A € o/ nos permite escribir, utilizando un abuso de lenguaje, las relaciones siguientes:

/XllA(x)du(x) :/XmAdM:/AdM:M(A)-



Proposicién 7 Sean f,g dos funciones de ST(X, </, ). Tenemos las propiedades siguientes

1) si X € K, entonces [y (Af)(x)du(x) = X [y f(z)du(z) (homogeneidad);

2) [x(f+9)( = [ f@)du(z) + [y g(z)dp(x) (aditividad);

8) si f < g p-c.t.p se tiene entonces [y f(x)du(x) < [y g(@)du(x)  (crecimiento o monotonia,).

Prueba. Sean pues f(z) = > i_ja;la,(2) y g(x) = > 7L, Bj1p;(x) dos funciones simples. Podemos suponer
que los conjuntos A; son dos a dos disjuntos y que se tiene (J; 4; = |J ; Bj.

1. El primer punto se deduce de los calculos siguientes:
| D@ = Y- Aain(4) =23 autd) = [ f@yduto)

2. Para el segundo punto escribimos

/X(erg)(x)d,u(x) = ZZ O‘z+ﬂ] A ﬂB ZzaiM(AimBj)JFZZBJ'M(AZ‘QBJ')

i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0

= ;am(Ai)—F;)ﬁjH(Bj)Z/Xf(x)du(x)+/xg(x)d,u($)_

3. Si f < g entonces g — f es una funcién de ST (X, o, 1) y por lo tanto se tiene que
[a@dn = [ 1+~ Miaduta)
X X

- /X f(@)dp() + /X (g - @)dp(z) > /X f(@)dp(z)

Este teorema es el primero que nos presenta la posibilidad de intercambiar los signos “lim” y “[”.

Teorema 2 Sea (X, <, u) un espacio medido y sean f € ST(X, o, 1) y (fn)nen una sucesion creciente de
funciones de ST (X, o/, u) tales que para todo x € X se tenga f(z) = 11’31_1 fn(x). Entonces se tiene
n—-roo

/Xf(w)du )= lm /fn )dpu(x

Demostraciéon. Dado que la sucesion es creciente, se tiene por la proposicién 7 la siguiente sucesion de

estimaciones
/fo Jdju(z /f1 Jaju(z /f Jdju(z

lo que implica que lim [  Jndp existe y verifica
n——+0o0o

Jin [ fu@dn(o) < [ pe)duta )

Debemos pues ahora verificar la desigualdad opuesta. Para ello fijamos un real £ €]0, 1[, dado que f se escribe de
la forma f(z) = > ", a;1a,(z) podemos definir, para cada n y cada i el conjunto

Ani={z € Ai: fo(z) = (1 —€)ai};



de manera que cada A, ; es un conjunto «/-medible. Se tiene ademds que la sucesién (A, ;)pen es una sucesién
creciente y satisface A; = (J,cn An,i

Si definimos ahora la funcién g, (z) = Y% (1 — €)a;l 4, ,(x) entonces g, pertenece a ST(X, o7, p) y verifica
gn < fn. Obtenemos por lo tanto que

Jim | gn(@)du(@) = lim ;(1 — &)aip(Any),

y por el teorema de continuidad de las medidas podemos escribir

m m

(1 e lim plAn) = 31— da4) = (1 =2) [ fa)dula

i=0 =0

Se obtiene entonces, por la propiedad de crecimiento de la integral, la desigualdad siguiente

lim gn(z)dp(x 1—s/f Ydp(x) < lim /fn Ydu(z

n—-+oo n—-+00

Como el real € era arbitrario, se deduce de estas férmulas la estimacién

n—-+00

/X f(@)du() < 1im / fo(w)dpa (4)

Finalmente, juntando las estimaciones (3) y (4) terminamos la demostracién del teorema.

Construccién de la integral (Parte 2)

Objetivo: Pasar de las funciones simples a las funciones medibles.

Teorema 3 (Aproximacién por funciones simples crecientes) Sea (X,.o/, ) un espacio medido y

sea A un subconjunto de X que pertenece a /. Si f : A — [0,+00] es una funcion medible, entonces

existe una sucesion creciente (fn)n>1 de funciones simples positivas tales que f(x) = h’rf fn(x) para todo
- n—-+oo

r e A

Demostracion. Para cada n y para cada k = 1,2, ...,n2" definimos los conjuntos
App={xecA:(k—-1)/2" < f(z) < k/2"}.

Observemos que la medibilidad de la funcién f implica que cada uno de estos conjuntos A, ; pertenece a la
o-algebra <.

Definimos una sucesién (fy,)n>1 de funciones definidas sobre A exigiendo que f, tome el valor (k —1)/2" en
cada punto de A, para todo k =1,...,n2" y que tome el valor n en cada punto de A\ UpA,, .

Estas funciones son funciones simples positivas, medibles, crecientes y verifican f = lim f,.
n—+

Definicién 10 (Integral de funciones medibles positivas) Sea (X, ./, ) un espacio medido. Sea f
una aplicacion o/ -medible definida sobre X a wvalores en Ry, es decir f € M(X, o/, Ry, Bor(Ry)). Su
integral es el elemento de Ry notado Jx f(z)dp(z) y definido por

/. f(fc)du(w)=sup{ [ e@auta)s e st ), sosf}- 5)




Proposicién 8 Sean (X, o/, u) un espacio medido, f : X — [0,400] una funcion o -medible y (fn)nen
una sucesion creciente de funciones de ST(X, o, ) tales que f(z) = 11’1_’1_1 fn(x) para todo x € X. Entonces
n—-+0oo

[ s@dnte) = i [ g Ge)duta

Prueba. La existencia del limite y la estimacién

h’gl/fn du(z /f du(x

siguen los mismo pasos explicados en el teorema 2 de manera que dejamos los detalles al lector.

Nos concentramos en la estimacion siguiente:

[ s@dnte) <t [ pe)duta (6)

n—-+00

Puesto que, por definicién de la integral de las funciones medibles positivas, tenemos que [ « fdu es el supremo
de los elementos de [0, +-00] de la forma [ ¢(x)du(x) en donde las funciones ¢ pertenecen a St (X, o7, u) y verifican
¢ < f; entonces, para verificar (6), es necesario verificar que para una funcién ¢ cualquiera de ST (X, &, 1) que

satisface ¢ < f también verifica
/ p(z)dp(z) < lim / fn(z)dp(z
X n—+oo

Sea pues 1 € ST(X, .o, ) una funcién cualquiera que verifica ¢ < f. Dado que la sucesién min(, f,,) es
creciente, pertenece a ST (X, 7, u) y verifica h'rf min(1), f,,) = 1, entonces por el teorema 2 se tiene
n—-r-oo

[ va@duta) = tim_ [ i £,)@)dnte).

Sin embargo, puesto que [y min(v, f,,)(x)du(x) < [y fo(z)du(z) por la propiedad de crecimiento de la integral
de funciones simples, se obtiene la desigualdad

/X@b(w)du < Jim /fn )dp(x

Como esta estimacion es valida para todas las funciones ¢ se deduce la desigualdad (6), de donde se obtiene el
resultado deseado.

Proposicién 9 Sea (X, o, 1) un espacio medido. Sean [ y g dos funciones medibles definidas sobre un
conjunto X a valores sobre [0, +00].

1) si X € K, entonces [y (Af)(x)du(x) = X [y f(z)du(z) (homogeneidad);
2) [x(f +9)@)du(z) = [x f(z)dp(z) + [ 9(x)dp(w) (aditividad);

8) si f < g p-c.t.p se tiene entonces [y f(x)du(z) < [y g(z)du(z) (crecimiento).




2.1. Construccion de la integral (Parte 3): Espacio de funciones integrables

= Utilizaremos en el caso real las funciones f* = méx(f,0) y f~ = méax(—f,0).

» En el caso complejo utilizaremos f(x) = Re(f)(x) + iIm(f)(x).

Definicién 11 (Funciones integrables - Espacio de funciones integrables) Sea (X, </, 1) un espa-
cio medido. Sea f: X — [—00,400] una funcion medible.

1) Diremos que [ es p-integrable si

/fﬂwwm»<+m y _/fwmmm»<+m (7)
X X

:>/f ) du(x /f* )dp(x /f x)dp(z (8)

2) En el caso de que [ sea a valores complejos, diremos que f es p-integrable si

l/%aﬁmmmw<+w y /Ewuﬂmmmw<+w
X X

— [ @ dnte) = [ Re()@duto)+i [ Sm () @)duto) (9)

Finalmente, el conjunto de funciones integrables serd notado Z(X, <, K).

Observaciéon 3 Para las funciones medibles positivas que no son p-integrables hemos atribuido el simbolo 400 a
su integral. Para una funcién f a valores reales o complejos no existe una extensién de esta notacién: no se puede
dar un sentido a la expresion oo — co. Es necesario verificar primero la sumabilidad de f antes de hablar de su
integral. En el caso especial en que una sola de las dos cantidades de la férmula (7) sea finita, diremos que la

integral definida por (8) eziste y es infinita.

sobre X tales que f1 — fo = g1 — g2. Entonces se tiene

/ﬁ Jaju(z /ﬁ Jaju(z Ammmm—ﬁmmmw.

Lema 2 Sea (X, o, ) un espacio medido y sean fi, f2, g1, go funciones reales positivas integrables definidas

los puntos siguientes:

1) \f es integrable y la integral es homogénea

J M@t = [ @yt

2) f+ g es integrable y la integral es lineal

[+ @duto) = [ f@inte)+ [ aaduta),

3) si f < g entonces la integral es creciente

Aﬂmmmsémmwm

Proposicién 10 Sea (X, o7, 1) un espacio medido, A € K y f,g dos funciones de T(X, </, n,K). Se tienen

(10)




Prueba. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que las aplicaciones y el escalar « son a valores reales.

1. La integrabilidad de Af y la relacién (10) son evidentes si A = 0. Suponemos pues que A > 0 y vemos que
/)T =Xty (A\f)” = Af~. Entonces las funciones (Af)™ y (Af)~ son integrables y por lo tanto \f es
integrable. Tenemos ahora, aplicando la proposicion 9 a estas funciones, las identidades

/ A (@)du(z) = / ) (@)dp(x) — / ()™ (@)dp(z)

X X X
= T(x x) — “(x T) = T x
_ A/Xf()du() A/Xf()du() A/Xﬂ)du(),

lo que demuestra la identidad (10) en este caso. Si A < 0, entonces (Af)T = =Af~ y (A\f)” = =AfT, de ma-
nera que se puede adaptar el razonamiento anterior para mostrar que Af es integrable y que [ AM(x)du(z) =

X Jy F@)du(z).

2. Observando que se tienen las desigualdades
(f+o"<fr+gt v (f+g9 <f +g,

podemos aplicar la proposicion 9 para obtener

IA

/ (f + 9)* (@)du(z) / FH(@)du(e) + / g (2)dp(z) < +oo
X X X
/ (f +9) (2)dulz) < / F (@) du(z) + / g~ (@)dp(z) < +oo.
X X X

Deducimos entonces que f+g es integrable. Dado que f+gesiguala (f+g)"—(f+g9)" yva fT+g"™—(f"+g")
obtenemos por el lema 2 las identidades siguientes

/ (f + 9)(@)du(z) = / (F + ") (@)du(z) — / (F~ +97)@)du(z)
X X X

es decir

[+ @) = [ st + [ g@duta)

X X X

3. Notamos que si f < g, entonces la funcién g — f es positiva y por lo tanto se tiene
0< [ (o= P@dut@) = [ s@inte) - [ f@u

es decir

[ f@anto) < [ gt@anta).

Proposicién 11 Sea (X, o/, u) un espacio medido y sean f,g : X — [—o0,+0o0] dos funciones
(o, Bor(R))-medibles iguales en p-casi todas partes. Si una de estas funciones es sumable entonces la otra
también lo es y se tiene la identidad

| f@dnte) = [ gtaanta).

Este resultado se extiende al caso cuando f,g son a valores en K.

Prueba. Consideremos primero el caso en donde f y g son funciones positivas y definamos el conjunto N' =

{r e X : f(x) # g(x)} y la funcién h por

400 sizeN
h(m):{

0 sizé¢N.
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Tenemos entonces, aplicando la proposicién 8 a la sucesién hy,(x) = nla(z) (que tiende de forma creciente hacia
h), que

/ h(z)du(z) = 0.
X

Gracias a este hecho, por la estimacién f < g4+ h y por la proposicién 10 obtenemos la desigualdad

[ s@dnt@) < [ s@inte)+ [ n@idnto) = [ a@yiuto).

Utilizando un argumento totalmente similar tenemos la estimacion

[ s@aut@) < [ r@ante)

El caso cuando f y ¢ no son necesariamente positivas puede obtenerse de las lineas precedentes utilizando para
ello las descomposiciones f(z) = fT(z) — f~(z) y g(x) = g7 (x) — g~ (z). Cuando las funciones f, g son a valores
en K se procede de forma similar utilizando la definicién (11).

Observacioén 4 En particular, si se modifica una funcién sobre un conjunto de medida nula, el valor de su integral
permanece el mismo.

Proposicién 12 Sea (X, o7, u) un espacio medido y sea f una funcion (<7, Bor(K))-medible definida sobre
X a valores en K. Entonces f es integrable si y solo si |f| es integrable y entonces se tiene la estimacion

'Aﬂ@@@

SAf@WM) (12)

Prueba. Recuérdese que en el caso real por definicién una funcién f es integrable si y solo si las aplicaciones
ft vy f~ loson. Dado que |f| = f* + f~ se obtiene por la proposicién 9 la integrabilidad de |f|. La estimacién
buscada se deduce entonces de los calculos siguientes

‘/)(fdu':‘/)(f+dM/Xf_d'u'S/)(f+dﬂ+/)(f_duz/)(|f|d“'

2.2. Integracion en un subconjunto

En toda esta seccién consideraremos (X, 47, ) un espacio medido, Y un conjunto «/-medible y f una
aplicacién definida sobre Y a valores en K.

= Tomar en cuenta la medida inducida por p sobre el conjunto Y y estudiar la integral con respecto al espacio
medido (Y, 4, , y4), ): si la funcién f es o7 -medible podemos definir la integral sobre Y de la siguiente forma

AﬂﬂM@zLﬂMWMm

de manera que disponemos de todas las propiedades de la integral explicitadas anteriormente.

s Este tipo de integral siempre puede expresarse como una integral sobre todo el conjunto X.

— Introducimos la funcién fy definida sobre X, igual a f sobre Y y a0 en X \ Y.

11



Proposicién 13 Sea (X, <7, u) un espacio medido, sea Y un conjunto <f -medible. Entonces la funcion f
pertenece al espacio I(Y, A}, i}, K) si y solo si la funcion fy pertenece a Z(X, A, u, K) y se tiene

/f z)dpyy, (v /fy )dp(z

Prueba. Sea f(r) = 14(z) en donde A C Y es un conjunto ./, -medible. Tenemos entonces fy (r) = 1a(z) de
donde se deduce la identidad

/Y F @)y, () = iy, (A) = p(A) = /X 14 (2)dpu(z) = /X fr(@)dp(z)

Por linealidad de la integral se obtiene este resultado para toda funcién simple positiva. Repetimos aqui las mismas
etapas utilizadas en la construccién de la integral para mostrar este resultado para las funciones positivas, para las
funciones reales utilizando f* y f~ y para las funciones complejas considerando Re(f) y Im(f) sucesivamente.

Definicién 12 (Restriccion) Sea (X, <7, u) un espacio medido, sea f: X — K. Si A € o, definimos la
restriccion de f sobre A como fi, () = f(x)la(z).

Corolario 1 (Pegatina) Sea (X, o7, pu) un espacio medido y sean A, B € o/ dos conjuntos disjuntos y sea
f:AUB — K una funcion. Entonces

1) f es |, ,-medible siy solo si fi, y f|, son o, y |, -medibles respectivamente.

2) f es integrable sobre AU B si y solo si f es integrable sobre A y sobre B y se tiene la identidad

o s | s

Prueba. Dado que se tienen las expresiones f|, = f|, z1ay f|; = fl, 515 obtenemos f, . = f, + f|, de
donde se deduce sin mayor dificultad el resultado deseado.

Proposicién 14 Sea (X, o/, 1) un espacio medido y sea f una funcion o/ -medible definida sobre X a valores
n [0,400]. Sit es un numero real positivo y si definimos Ay = {x € X : f(x) >t} entonces se tienen las
dos desigualdades siguientes:

wan < ¢ [ s@pe < 4 [ @dn (13)

Prueba. Sea ¢t > 0 un real. Puesto que X = A; U Af tenemos
1 1 1 1
- | f@dp(e) = — | f@)dp(z)+— [ fl)dp(z) = - [ f@)du(z),
tJx tJa, t Ja tJa,
lo que demuestra la segunda estimacién. Para la primera, tenemos directamente que

i) @ = ¢ [ ) = )

12



Corolario 2 Sea (X, <7, u) un espacio medido y sea f € T(X, o, u,K). Entonces:

1) tememos que |f(x)| < +00 p-casi en todas partes.

/ (@)l duz) =
X

entonces la funcion f es p-c.t.p. idénticamente nula.

2) si ademds se tiene

Proposicién 15 (Continuidad absoluta de la integral) Sea (X, o, pu) un espacio medido y sea f :
X — [0,400] una funcion integrable. Entonces la cantidad fY fdu tiende hacia cero si la medida de
Y tiende hacia cero:

Ve>0)(F6>0)(VWed): uY)<o = /Yf(x)du(x) <e

Prueba. Por la definicién de integral existe una funcién simple positiva ¢ tal que 0 < ¢ < fy [ (f =
¢)(x)du(xz) < e. Podemos entonces escribir:

/Y f(@)dpx) = /Y (f — ©)(@)du(x) + /Y p(@)du(z) < e + /Y (@) d(z).

Esto nos permite concentrar nuestra atencién a las funciones simples; entonces como ¢(z) = > 7ol a, ()

tenemos
/Y p(x)dp(x Z app(Ar NY) (Z ak)

y esta estimacién nos permite obtener el resultado deseado.
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Notacion especifica de la integral de Lebesgue y dos propiedades importantes

En el caso en que X = R, &/ = Bor(R) y p = A, escribiremos de ahora en adelante dz en vez de d\(x) para
designar la integracién con respecto a esta medida y si X = R", notaremos también dx en vez de d\,(z). Cuando

a < b escribiremos ff f(z)dz en vez de f(a b) f(z)dz, nétese que es initil precisar la naturaleza del intervalo dado
que los puntos son de medida nula. En el caso cuando b < a escribiremos

/abf(x)d:v = - /baf(x)dx =)o f(z)dz.

La primera propiedad esta relacionada con la aplicacion traslacion que definimos de la siguiente forma para
toda funcién f : R® — K y para todo vector a € R™:

Ta(f)(2) = fla+ ). (14)

Proposicién 16 Para toda funcion integrable perteneciente al espacio Z(R™, Bor(R™), \,,K) y para todo
vector a € R™ tenemos la identidad:

/n To(f)(z)dx = - f(x)dx. (15)

Prueba. Empecemos considerando una funcién simple expresada en su descomposicién canénica f(z) = Y ;g apla, (2).
Tenemos entonces que 7,(f)(x) = Y p_oarla,(a+ x) y por lo tanto

/ (P @)z =Yy / Ta ot 2)de =3 anp(Ay —a) = 3 ow(Ay) = [ f(a)dr,
" k=0 R k=0 k=0 R

pues para todo boreliano A y todo vector a € R™ se tiene la identidad p(a + A) = u(A). Siguiendo el proceso de
construccion de la integral, podemos generalizar sin problema este resultado a todas las funciones integrables.

La segunda propiedad explicita las relaciones entre la dilatacion y la integral con respecto a la medida de
Lebesgue. Definimos la dilatacion por un factor o > 0 de una funcién f : R® — K por la férmula

dalfl(2) = flax) = flazy, ..., azy). (16)

Proposicién 17 Para toda funcion f : R — K del espacio Z(R™, Bor(R™), \,,K) y para todo o > 0 se
tiene la identidad

Salfl@)dz =" [ f(a)de. (17)
R" R

Prueba. Empecemos otra vez considerando una funcién simple f(z) = > ) Bxla,(z). Tenemos entonces
Salfl(z) = D70 Brela, (cx) de manera que

[ salfi@)de =Y futa ) =™ Y GuA) =a ™ [ fla)do
" k=0 k=0 Rn

pues para todo boreliano A y todo a > 0 se tiene la identidad pu(aA) = a™u(A). La generalizacién a las funciones
integrables es inmediata.
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