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Leccion n°3: Lema de Baire y Teorema clasicos del Analisis Funcional EPN, verano 2012

Definicién 1 (Espacio de Baire) Sea E un espacio topoldgico. Diremos que E es un espacio de Baire si
toda interseccion numerable de conjuntos abiertos densos en E es densa en FE.
Es decir si

A, =F.

(V(An)nen sucesion de abiertos de E); (VYn € N: A, = E), se tiene (),en

Considerando conjuntos cerrados tenemos la caracterizacion equivalente siguiente: el espacio topolégico E
es un espacio de Baire si la union numerable de conjuntos cerrados de interior vacio en E es de interior
vacio en E. Es decir si

o

° —N—
(V(Cp)nen sucesion de cerrados de E), (VYn € N: C, =0), se tiene U Cn, =10.
neN

Demos un ejemplo de espacio de Baire: consideremos el conjunto de los ntiimeros reales del cual se quita el conjunto
de ntimeros racionales, es decir R \ Q: utilizando la caracterizacién de los espacios de Baire que se basa sobre el
interior de conjuntos cerrados, no es dificil ver que el espacio R\ Q es efectivamente un espacio de Baire.

Definicién 2 (Conjunto residual, conjunto magro) Sean E un espacio topoldgico de Baire y sea A un
subconjunto de E. Diremos que

1) el conjunto A es residual si contiene una interseccion numerable de abiertos densos en E.

2) el conjunto A es magro si estd contenido una reunién numerable de cerrados de interior vacio en E.

Notese que estas dos definiciones son complementarias en el sentido que un conjunto A es magro si y solo si A€ es
residual.
— Asi por ejemplo, vemos que Q es magro en R y por lo tanto se tiene que Q¢ = I es residual en R.

Teorema 1 (Lema de Baire) Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire.

Demostracion. Sean pues (F,dg) un espacio métrico completo, (A, )nen una sucesion de abiertos densos en E
y A un abierto no vacio.

— Se trata entonces de verificar que se tiene AN (), oy An # 0.

Vamos a construir, razonando por recurrencia, una sucesiéon de bolas abiertas B, = B(z,,r,) tal que, para todo
n € N se tenga las siguientes condiciones:

- E()CA,yEn_HCBnﬁAn,

sy >rpp >0y lim 7, =0.
n—-+00

— En efecto: dado que el abierto A no es vacio, existe una bola By tal que se tenga By C A. Como Ag es denso
en E se tiene que By N Ag no es vacio y por lo tanto existe una bola By tal que B; C By N Ap.
—> De la misma manera, dado que los abiertos A, son densos en F, el abierto B, N A, no es vacio y existe
una bola abierta B, tal que B,1 C B, N A,. Para los radios, es suficiente notar que siempre se puede fijar
rn > 2rp41 para obtener la segunda condicion.
= De esta manera, por recurrencia, obenemos la existencia de una tal sucesién de bolas abiertas B,. Ahora,
como el espacio métrico es completo y que la sucesion (B, )nen es una sucesion decreciente de cerrados no vacios
cuyo didmetro tiende hacia 0, se tiene que la interseccion (), oy B, estd reducida a un punto.



En efecto, de cada uno de los conjuntos cerrados B, se puede escoger un punto x, tal que z, € B, y tal que
7p ¢ Bny1. De esta manera se construye una sucesion (z,,)nen de elementos de E que es de Cauchy por la defini-
cién de los radios r, de las bolas consideradas. Como el espacio métrico es completo, esta sucesién converge hacia
un solo punto.

= Finalmente observamos que, por construccién, tenemos la inclusién (), ey Bn € A N[,y An ¥y Podemos
concluir que el conjunto A N[, ¢y An no es vacio. Hemos mostrado que la interseccién de todo abierto no vacio

de E tiene una interseccién con (), .y An lo que termina la demostracién. |

Corolario 1 Sea E un espacio de Baire y sea (Ay)nen una sucesion de cerrados de E tal que |, .y An = E.
[¢]
Entonces | J, e An €5 un abierto denso en E.

Prueba.

Consideremos el conjunto C' = E \ (U,,cn An)-

= Se tiene entonces que C es cerrado y debemos mostrar que es de interior vacio.
[0

——
= Para ello notamos que, para todo n € N, el conjunto cerrado C'N A, es de interior vacio pues CN A, C

[¢]
CNA=0.
—> Observamos ahora que se tiene la férmula

Ucna,=cn|JAa.=cnE=C¢,
neN neN

y, como FE es un espacio de Baire, tenemos que el conjunto C' es de interior vacio. ]

Pasamos ahora a las aplicaciones del lema de Baire en el andlisis funcional.

Teorema de la aplicacion abierta

El primer teorema que estudiamos relaciona aplicaciones lineales continuas y aplicaciones abiertas.

Definicién 3 (Aplicacién abierta, Aplicacién sobreyectiva) Sean E y F' dos espacios topoldgicos.

1) Una aplicacion T : E — F es abierta si, para todo abierto A de E se tiene que T(A) es un abierto
en F.

2) Una aplicacion T : E — F es sobreyectiva si todo elemento de F' posee al menos un antecedente en
E.

El primer resultado que presentamos concierne las aplicaciones lineales abiertas.

Proposicion 1 Sean E y F dos K-espacios vectoriales localmente convexos separados metrizables. Si T :
E — F es una aplicacion lineal abierta, entonces T es sobreyectiva.

Prueba. Esto se deduce del hecho que F' es el tinico subespacio vectorial abierto de F'.

— En efecto, dado que T' es una aplicacién abierta, se tiene que el conjunto W = T(F) es un abierto para la
topologia de F'; y, como la aplicacién T es lineal, se tiene ademéas que W es un subespacio vectorial de F'.

=—> Como el interior de W no es vacio, existe un punto yg € W tal que W es una vecindad de yq y por traslacién
se obtiene que W es también una vecindad del origen y es un conjunto absorbente en F': es decir que para todo
y € F existe a > 0 tal que o'y € W de donde se deduce que W = F. |

Recuérdese que una aplicacién continua no es necesariamente abierta: basta considerar para ello una funcién
constante ¢ : x — ¢ definida sobre R. Sin embargo, cuando se trabaja con aplicaciones lineales continuas, se
tiene el importante resultado a continuacién:



Teorema 2 (de la aplicacién abierta) Sean (E, (pn)nen) un K-espacio de Fréchet y (F, (qn)nen) un K-
espacio vectorial localmente convexo separado metrizable. Notaremos respectivamente dg y dr las distancias
invariantes por traslacion asociadas a las topologias de espacios localmente converos separados metrizables
de F y F.

1) Si T : E — F una aplicacion lineal continua, entonces o T(E) es magro o T es una aplicacion
abierta.

2) Si F' es un espacio de Baire, entonces toda aplicacion lineal continua sobreyectiva T : E — F' es una
aplicacion abierta.

Necesitaremos el siguiente lema para la demostracién de este resultado.

Lema 1 Sean (E, (pn)nen) un K-espacio de Fréchet, (F, (qn)nen) un K-espacio vectorial localmente convexo
separado metrizable y T : E — F una aplicacion lineal continua tal que:

(Ve > 0)(36 > 0)[Br(0,6) € T(Bg(0,))], (1)

entonces T es una aplicacion abierta.

Prueba. Observamos para empezar que, por traslacion, la hipdtesis anterior se reescribe como
(Ve > 0)(36 > 0)(Va € E)[Bp(a,d) C T(Bg(a,¢))].

Sean g9 > 0y (en)n>1 una sucesién de nimeros reales estrictamente positivos tales que ) e, < 9. Por la
hipétesis podemos construir una sucesién (8,),>1 de niimeros estrictamente positivos tal que, para todo a € E'y
todo n > 1 se tenga

Br(a,d,) C T(Bg(a,e,)) y lim 6, =0. (2)

n—-+00

— Sea ahora y € Br(0,dp), vemos que es posible construir por recurrencia una sucesioén (zp),en de puntos de
F tal que o = 0 y tal que
dE(xnvxn-H) <énp Yy dF(yaT(xn-i-l)) < Ont1 (3)

para todo n > 1. En efecto, por (2) tenemos que el punto y es un punto de adherencia de T'(Bg(0,e,)) y por
lo tanto la interseccién Br(y,d1) N T'(Bg(0,£0)) no es vacia: existe entonces z1 € E tal que dg(0,21) < g9 y
dr(y,T(z1)) < 01 y de esta forma tenemos (3) para n = 0. Por recurrencia, si dp(y, T (zy)) < 0p, utilizando (2)
con a = x, tenemos que la intersecciéon Bp(y,dn+1) N T(Bgr(xn,e,)) no es vacia de donde se obtiene un punto
xn, € E que verifica (3).

= Observamos que la sucesion (z,)nen que acabamos de construir es una sucesiéon de Cauchy puesto que se
tiene dg(zp, xq) < Z%Jj; €n, y entonces, como el espacio F es un espacio de Fréchet, se tiene que el limite de esta
sucesién pertenece a £ y lo notaremos x. Tenemos en particular que dg(0,zn41) < > p_ger < 2¢¢ y, utilizando

(3) obtenemos que dp(y, T(xn+1)) < 61, por lo tanto, dado que dy, - 0 se tiene que y = T'(z).
o0

n
— Dicho de otra manera, para todo punto y € Bp(0,dp) hemos construido un punto z € Bg(0,2¢g) tal que

y = T'(x). Esto prueba que, para todo g9 > 0, existe dp > 0 tal que Br(0,00) C T(Bg(0,2¢p)). Para terminar
consideremos A un abierto de E'y a € A, existe entonces g9 > 0 tal que Bg(a,2¢¢) C A, de donde se deduce que

T(A) D) T(BE(CL, 250)) — T(a) + T(BE(O, 260)) > T((Z) + BF(O, (50)
lo que muestra que T'(A) es una vecindad de T'(a): se deduce que T'(A) es un conjunto abierto. [ |

Con este resultado preliminar podemos empezar la demostracién del teorema 2:

Demostracion.

1) Supongamos que T'(E) no es magro.
= Debemos verificar (1) para poder aplicar el lema 1.
Sea V' = Bp(0,e/2) para algin € > 0, tenemos entonces que F = U:{i‘i nW.



Como la aplicacién T es lineal, se tiene T(FE) = |J;:> nT(V') y como hemos supuesto que T'(E) no es magro,

uno de los conjuntos nT' (V) = nT(V) es de interior no vacio, de donde se deduce que el conjunto T(V') es
de interior no vacio: existe por lo tanto un punto zp € F' y un real 6 > 0 tales que Bp(xo,0) C T'(V).
—> Dado que estamos trabajando sobre un espacio vectorial topolégico F', la aplicacién

0:FxF — F
(r,y) — z-y

es una aplicacién continua y podemos adoptar la notacion A — B = ¢(A, B) en donde A, B C F'. Se tiene
en particular la inclusiéon Br(0,0) C Bp(xg,0) — Br(xo,d) puesto que todo elemento x € Bp(0,d) se puede
escribir como x = (x + xg) — x¢ en donde = + z9 € Bp(x0,9) y ¢ € Bp(xo,9).

—> De esta manera, utilizando la continuidad de la aplicacién ¢, podemos escribir

Brp(0,6) cT(V)-T(V)CcT(V)-T(V)=T(V-V)

basta observar que se tiene la inclusion V' — V' C Bg(0,¢) y de esta forma se tiene la inclusién buscada, es
decir Bp(0,0) C T(Bg(0,¢)).
=—> Podemos aplicar entonces el lema 1 y obtenemos que la aplicacion T' es abierta.

Si F' es un espacio de Baire y si T es una aplicacién sobreyectiva, entonces T'(E) = F no es un conjunto

magro, pues es de interior no vacio, de donde se deduce, por la primera parte que 7" es una aplicacién abierta.
|

Conviene tener a la mano un enunciado menos general del teorema de la aplicacién abierta en donde solo intervienen

espacios de Banach:

Teorema 3 (de la aplicacién abierta) Sean (E,| - ||g), (F.| - ||r) dos espacios de Banach y sea T :
E — F una aplicacion lineal continua. Si T es sobreyectiva, entonces T' es una aplicacion abierta.

Este importante resultado tiene como consecuencia los siguientes puntos.

Corolario 2 (Teorema del isomorfismo de Banach)

1) Sean E y F dos K-espacios de Fréchet. Si T : E — F' es una aplicacion lineal continua sobreyectiva,
entonces T™' : F — E es una aplicacién continua. Dicho de otra manera, toda biyeccion lineal y
continua de E sobre F es un isomorphismo.

2) Si(E,||'llg) y (E,||-||r) son dos espacios de Banach y siT : E — F es una aplicacion lineal continua
biyectiva, entonces existen dos constantes positivas C1 y Co tales que

Cillzlle < IT()llr < Collzle
para todo x € E.

3) Sean T1 y T2 dos topologias de espacio vectorial definidas sobre un mismo espacio E tales que se tenga
la inclusion Ty C Ta. Si (E,T1) y (E,T2) son dos espacios de Fréchet, entonces se tiene la identidad
Ti="Ts.

Prueba.

1) Si la aplicaciéon T : E — F es lineal, continua y sobreyectiva entonces por el teorema 2 es una aplicacién
abierta, de donde se deduce inmediatamente que la aplicacién T~! : F — E es una aplicacién continua

pues la imagen reciproca de todo abierto es un abierto.

2) Basta aplicar el punto 1) cuando E'y F son espacios de Banach y utilizar la caracterizacién de la continuidad

de las aplicaciones lineales.



3) Por el primer punto tenemos que toda biyeccién lineal continua de E sobre F' es un isomorphismo. Basta
entonces aplicar este resultado a la aplicacién identidad Id definida sobre (E,73) a valores en (E,71) para
obtener la identidad entre estas dos estructuras topoldgicas. |

Teorema del grafo cerrado

Vamos a presentar ahora un criterio muy sencillo para estudiar la continuidad de las aplicaciones lineales.

Definicién 4 (Grafo de una aplicacién) Sean E y F dos conjuntos y sea T : E — F una aplicacion.
El grafo de la aplicacion T es el subconjunto Grr del producto cartesiano E x F determinado por

Grr={(z,y) eExF: y=T(x)}.

Esta definicion es bastante general y en el enunciado del teorema a continuacién consideramos directamente con-
juntos dotados de una estructura topoldgica.

Teorema 4 (del grafo cerrado) Sean E y F' dos K-espacios de Fréchet y sea T : E — F una aplicacion
lineal. Entonces T es continua si y solo si el grafo Grp de T es cerrado en E x F.

Demostracién. Mostremos para empezar que si T es una aplicacién continua entonces el grafo Grr de T' es un
conjunto cerrado del espacio F x F' dotado de la topologia producto usual.

— Vamos a mostrar que el complemento A en E x F del conjunto Gry es un conjunto abierto.

Sea pues (x0,y0) € A, entonces se tiene que yg # T(xg) y por lo tanto yo y T(xo) poseen vecindades V' 'y W
disjuntas (recuérdese que un espacio de Fréchet es un espacio métrico y por lo tanto es un espacio separado).
Como la aplicacién T es continua, el punto x( tiene una vecindad U tal que T(U) C W.

= Se tiene entonces que la vecindad U x V' del punto (zg,yp) estd contenida en A, de donde se deduce que A es
abierto.

=—> Reciprocamente, mostremos que si el grafo Gry de T es cerrado en E x F', entonces la aplicaciéon 1" es continua.
Observemos que si Grp es un subconjunto cerrado del espacio de Fréchet ' x F', entonces se tiene que Grp es un
espacio de Fréchet.

= Notemos ahora que la proyeccion 7w : Grp — E induce una biyeccion lineal continua, y es por lo tanto un
isomorfismo por el primer punto del corolario 2. Se tiene, para € E, que 7, - (,T(x)) de donde T = myom, L
de manera que, por composiciéon, la aplicacion 1" es continua. |

Observaciéon 1 Exigir que el grafo de la aplicacién T' sea cerrado es equivalente a exigir que, si (z,)pen €s una
sucesion de E tal que
lim z, ==z lim T(xy) =
Jm 2, y m T(z) =y,

entonces se tiene la identidad y = T'(x).

—> Este teorema hace la verificacién de la continuidad més sencilla puesto que se dispone de una hipdtesis
adicional: suponemos que la sucesion (T'(zy,))nen €s convergente.
—> Observemos que por la linealidad de la aplicacién 7" podemos suponer que el punto limite x es el origen.

En este caso, pedir que Grp sea cerrado se escribe: si (,)nen €s una sucesion de E tal que lim z, = 0y
n—-+o0o

h’rjra T'(x,,) = y; entonces se tiene la identidad y = 0: el problema de la continuidad se resume entonces al estudio
n—-+00

de la convergencia de una sucesion.

Teorema de Banach-Steinhaus y Principio de Acotacién Uniforme

El principio de acotaciéon uniforme nos proporciona un criterio bastante sencillo para estudiar la continuidad
del limite simple una sucesion (T},),en de aplicaciones lineales continuas.

—> Vamos a empezar esta subsecciéon presentando un ejemplo en donde la propiedad de continuidad de una



familia de aplicaciones lineales se pierde al pasar al limite cuando se utiliza la convergencia simple.

— Sea pues E el espacio formado por todas las funciones polinomiales definidas sobre el intervalo [0, 1] a

valores en R, dotado de la norma de la convergencia uniforme || f||z = sup |f(z)|.

z€[0,1]
Definimos ahora, para todo n > 1, las aplicaciones T,,(f) = n(f(1/n) — f(0)). De esta manera obtenemos una
familia T}, : E — R de aplicaciones lineales y continuas puesto que se verifica rapidamente que

To(af +9) = oTn(f) + Tulg) vy que  |Tu(f)] < 2nflflle.

= Notemos que la sucesién (T,(f))n>1 converge hacia la derivada f/(0) de la funcién f evaluada en 0, se tiene en-
tonces que la sucesién de aplicaciones lineales (T),)n>1 converge simplemente hacia la forma lineal T : f — f/(0).
= Sin embargo, vamos a verificar que esta forma lineal no es continua.

En efecto, consideremos la sucesién de polinomios determinada por fi(z) = kz(1 — z)*; se tiene que filz) =
E(1—2)F1(1 — 2 — kx).

La funcién f; admite un maximo en el punto z = (1+k)~!, de donde se deduce que 0 < fi(x) < (k/(1+k))F! < 1.
Obtenemos entonces que || fz||z < 1 mientras que f;(0) = k. A partir de estos hechos vemos que no existe una
constante C' > 0 tal que |f7.(0)| < C|| fx||e para todo k > 1y que por lo tanto la forma lineal T" no es continua.

— Kste ejemplo nos indica que el limite de aplicaciones lineales continuas no es necesariamente continuo y que
es por lo tanto necesario exigir una hipétesis adicional para recuperar la continuidad al pasar al limite.

Definicién 5 (Familia equicontinua) Sean E y F' dos K-espacios vectoriales topoldgicos y
A={T;:E— F:iel}

una familia de aplicaciones lineales definidas sobre E a valores en F'. Diremos que la familia A es equicon-
tinua si para cada vecindad W del origen de F, existe una vecindad V' del origen de E tal que T;(V) C W
para todo T; € A.

Notese que si el conjunto A estd reducido a una sola aplicacién lineal, esta definicidon corresponde exactamente
a la definicion de continuidad. Se tiene entonces que la nocién de equicontinuidad indica que cada una de las
aplicaciones es continua y que ademads sus variaciones son relativamente equivalentes.

Cuando se dispone de mayor estructura sobre los espacios E y F' es posible caracterizar la propiedad de
equicontinuidad de la siguiente manera:

Proposicién 2 (Caracterizaciéon de la equicontinuidad)

1) Si (E,(pi)er) y (F,(gj)es) son dos K-espacios localmente convezos separados, entonces una familia
A C Z(E,F) es equicontinua si y solo si, para todo j € J, existe una parte finita K de I, y una
constante C > 0 tales que

q;(T'(z)) < Cpi(x) (4)
para todoi € K,z € E yT € A.

2) Si (E,||-|lg) v (E,| - ||r) son dos K-espacios normados, se tiene que una familia A C L (E,F) es
equicontinua si y solo si A es una parte acotada del espacio normado £ (E,F); es decir si se tiene

sup||T||p—r < 400
TeA

en donde ||T||g—r es la norma de la aplicacion lineal continua T .

Prueba.

1) Supongamos que A es una familia equicontinua y sea W = B, (0, 1) una semi-bola abierta.



—> Entonces existe una vecindad del origen de F, que podemos suponer de la forma Bpik (0,7) en donde
K = {iy,...,ix} es una parte finita de I y r > 0, tal que se tenga T(Bpik (0,7)) C By, (0,1) para todo T € A.
De esta situacion se tiene que p;, (z) < r para todo i, € K implica que ¢;(T(x)) < 1, de donde se obtiene
que ¢;(T(x)) <7 'py, (x).
— Reciprocamente, sea una vecindad W de 0 de F' que contiene una semi-bola cerrada qul (0,¢) en donde
L = {j1,...,je} es una parte finita de J. Entonces existe una parte finita K de la familia I y una constante
positiva ¢ > 0 tales que g¢;,(T'(x)) < cpi, (z) para todo jy € Ly i, € K.
— De donde se deduce que

T(Bp,, (0,6)) C By, (0,e) C W

siempre y cuando ¢d < €. Es decir, por la definicién 5, se obtiene que la familia A es equicontinua.

2) Cuando los espacios E y F son normados, la condicién (4) significa ||T'(z)||r < C||lz| g, es decir que

IT||g—r < C para todo T' € A, de donde se obtiene que A es una parte acotada del espacio .Z(FE, F).
[ |

Veamos ahora cémo interviene el concepto de acotaciéon con la equicontinuidad:

Proposicion 3 Sean E y F dos K-espacios vectoriales topoldgicos y sea
A={T,:E— F:icl}

una familia equicontinua de aplicaciones lineales definidas sobre E a valores en F. Sea A un subconjunto
acotado de E. Entonces existe un subconjunto acotado Y de F tal que T;(A) CY para todo T; € A.

Prueba.
—> Sea Y la unién de los conjuntos T;(A) con T; € A y sea W una vecindad del origen de F'.
Como la familia A es equicontinua, existe una vecindad V' del origen de E tal que T;(V) C W para todo T; € A.
= Dado que el conjunto A es acotado, se tiene que A C aV para todo « suficientemente grande, de manera que,
para estos escalares « se tiene

Ti(A) C Ty(aV) = aTy(V) C aW’

de donde se deduce que F' C aW y por lo tanto que F' es acotado. |

Podemos ahora enunciar el siguiente resultado que nos proporciona un criterio para verificar la equicontinuidad
de ciertas familias de aplicaciones lineales.

Teorema 5 (de Banach-Steinhaus) Sean E y F' dos K-espacios vectoriales topoldgicos, sea A = {T; :
E — F :i € I} una familia de aplicaciones lineales continuas. Definimos el conjunto B como la coleccion
de puntos x € E tales que la cantidad

Alw) = {Ti(z) : T € A}

sea acotada en F'. Si el conjunto B es residual en E en el sentido de la definicion 2, entonces se tiene que
B = F yla familia A es equicontinua.

Demostracion.
— Sean W y U dos vecindades del origen de F' equilibradas tales que U +U C W.
—> Definamos el subconjunto X de E por
X=)170).
TeA
Si z € B, entonces A(z) C nU para algin n de manera que = € nX.

Por lo tanto se tiene la inclusién
—+o00

BC UnX.

n=1



—> Como B es un conjunto residual en F, se tiene que al menos uno de los conjuntos nX es residual en E.
Ahora como la aplicacién & — nx es un homeomorfismo de F en FE, se tiene que el conjunto X es residual en F.
=—> Pero ademas se tiene que X es cerrado pues cada aplicacién T es continua y por lo tanto X contiene un punto
interior z y entonces x — X contiene una vecindad V del origen E y se tiene

TV)CT(z)-T(X)cU-UcCW

para toda aplicacién T € A.

= Esto prueba que la familia A es equicontinua.

Aplicamos la proposiciéon 3 para obtener que A es uniformemente acotada.

—> En particular se tiene que cada conjunto A(x) es acotado en F', de donde se obtiene que B = FE. |

En lo que sigue, la hipotesis de residualidad sera consecuencia de las propiedades de los conjuntos que entran
en accién. Asi tenemos, utilizando el teorema 1, el resultado a continuacién.

Corolario 3 Si A es una coleccion de aplicaciones lineales continuas definidas sobre un espacio de Fréchet
(E, (pn)nen) a valores en un espacio vectorial topoldgico F' y si los conjuntos

A(x) ={Ti(z) : T; € A}

son acotados en F' para todo x € E, entonces A es una familia equicontinua.

En el caso en que los espacios considerados estén dotados de una norma, tenemos el Principio de Acotacién
Uniforme que nos dice que una acotacién puntual de una familia de aplicaciones lineales continuas implica una
acotacion uniforme. Més precisamente:

Teorema 6 (Principio de Acotacién Uniforme) Sean (E.| - ||g) y (F.| - ||F) dos espacios de Banach.
Sea (T;)ier una familia, no necesariamente numerable, de aplicaciones lineales continuas de E en F. Su-
pongamos que
sug)HTl(l")HF < 400, Vr€eE. (5)
1€

Entonces existe una constante C tal que
|T3(z)|| F < Clz|| g, Vz e E, Viel.

Es decir, se tiene
sup||Ti|| p—Fr < +oo.
el

Demostracion.
La verificacion de este hecho es inmediata y se reduce a reescribir la hipotesis y la conclusién con las notaciones
anteriores.
—> En efecto, notemos A = {T; : E — F : i € I} la familia de aplicaciones lineales consideradas. La hipétesis
(5) expresa que los conjuntos

A() = {Ti(z) : T € A}

son acotados en F' para todo x € E.
=— Podemos entonces aplicar el corolario 3 anterior para obtener que la familia A es equicontinua, finalmente por
la caracterizacion de la equicontinuidad dada en la proposicién 2 tenemos que

sup||T||g—r < +o0.
TeA

Vemos claramente en esta demostraciéon cémo interviene el concepto de equicontinuidad que acabamos de presen-
tar en las lineas precedentes.



Utilizando estos teoremas, podemos decir algo sobre la continuidad del limite de sucesiones de aplicaciones
lineales continuas.

Teorema 7 Si (T),)nen es una sucesion de aplicaciones lineales continuas definidas sobre un espacio de
Fréchet (E, (pn)nen) a valores en un espacio topoldgico F' y si el limite siguiente

T(zx)= lim T,(z)

n—-+o0o

existe para todo x € E, entonces la aplicacion lineal T es continua.

Prueba.

El corolario 3 nos asegura que la familia (7},),ecn es equicontinua, por lo tanto si W es una vecindad del origen de
F| tenemos T, (V) C W para todo n, para una vecindad V' del origen de E.

= Se obtiene entonces que T(V) C W y por lo tanto, la aplicacién T es continua. |

Observacién 2 Como acabamos de ver, los teoremas 6 y 7 se deducen de los resultados anteriores relativos a la
equicontinuidad. Sin embargo, es muy til disponer de estas dos versiones anteriores que son mucho mas sencillas
de aplicar y de recordar.



