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Ejercicios Leccién n°6: Espacios de Hilbert y de Sobolev UPS, julio 2015

Ejercicio 1 —  Espacio de sucesiones y Espacio de Hilbert

Definimos el espacio £2(N) como el espacio de las sucesiones reales (x,,)nen que verifican la condicién

Z |z|* < +o0.

neN

1. Verificar que la aplicacién B : 2 x 2 — R definida por B(z,y) = anyn, es una forma bilineal,
neN
simétrica, positiva.

(Es posible asociar a esta aplicacién B una norma? Explicitar esta norma, que se la denota por || - || 2.
Comprobar que la norma asociada verifica la identidad del paralelogramo.

Comprobar que se tiene la férmula de la mediana: para todo x,y, z € £?(N), verificar la identidad siguiente

x_y‘FZ 2 Hy—ZH% _ Hx—yllﬁfrllw—ZH?z
2 |, 4 2
Ejercicio 2 —  Geometria en espacios de Hilbert

En el caso de los espacios de Hilbert, es posible definir el coseno formado por el angulo entre dos vectores por

medio de la expresion
cos(f) = @ y)a .
]|zl ]|
Consideremos R? dotado del producto escalar (z,y)m = 11 + T2Y2.
1. Sean z = (0,1), y = (1,1), z = (0,1), w = (=1,1), v = (=1,1/2), calcular el dngulo formado entre cada
uno de estos vectores.
2. Sea Q= {r € R?:|z| <1} y sea y = (2,2). Determinar el punto ¢ que realiza el minimo de la distancia
entre (2 y el punto y.
3. Escoger diferentes puntos w € Q) y calcular el coseno del angulo formado por los vectores y — xg y w — zg.
Escoger diferentes puntos z que estan afuera de ) y calcular el coseno del angulo formado por los vectores
Y— oy w— To.
5. Relacionar esta idea geométrica con la demostracién del Teorema 1 de la leccién 6.

Ejercicio 3 —  Derivadas débiles

Sea Q =|0,1] y sea f(x) = z®.
1. ;Para qué valores de « se tiene que f € L%(Q)?
2. Recordar la definicién de derivada débil para la funcién f (utilizar funciones test ¢ € C2°(2)).

3. Utilizando el hecho que las funciones test pertenecen al espacio C2°(2) obtener la identidad

1 1
/ 2%¢ (z)dw = —/ az* to(x)dz.
0 0

4. Deducir que z* admite una derivada débil en L?(€2) si y solo si a > 1/2.



Ejercicio 4 —  Un calculo
Sea f una funcion real definida por

fa) = {0 sizel—1,0]

x siz€]0,1]

1. ;Para qué valores de 1 < p < +oo0 tiene que f € WiP?
2. (Para qué valores de 1 < p < +o0 tiene que f € W2P?

** Ejercicio 5 —  Espacios de Sobolev: una caracterizacién equivalente

El objetivo de este ejercicio es mostrar que se tiene la siguiente caracterizacién de los espacios de Sobolev: si
1 < p < 400 entonces f € WHP(R") si y solo si

fe Lp(Rn) y sup Hf( + y) - f(')HLP < +oo.

y#0 |y|

1. Comprobar que si f € LP(R™) y si ¢ € C°(R™), se tiene:

1 n o
/n (f(x) = flx+y))e(x)de = /0 ( o f(z) Z?Jiaxlﬂo(l‘ - ty)dw) dt

i=1

2. obtener la mayoracién

= 0
11649 = 1Ol <03l | 1
i=1 Tl
3. Deducir que se tiene
FC+9) = FOlr _ oy
[yl
4. Obtener el siguiente limite en S'(R™):
9 _ e S (@4 Ae) — f(z)
ox; (z) = /l\li% A

en donde e; es el i-ésimo vector de la base candnica de R".

5. Sea f(z) = 1p,1)(z), mostrar que
[ 1ra+9) - rialde =20

para todo |y| < 1.
6. (Se tiene que f € WHH(R)?



